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1 Elektricky vodiva koule v homogennim poli

1.1 Zadani alohy

Elektroneutrdlni vodiva koule je umisténa ve vnéjsim staciondrnim homogennim
elektrickém poli. Urcete rozloZeni ndaboje na povrchu koule a celkovy dipolovy
moment koule.

1.2 TUvaha

Po vlozeni vodice to elektrického pole se volné nosi¢e naboje ustali v takové
rovnovazné poloze, aby na kazdy z nich ptisobila nulova vyslednice elektrické
sily. Volné naboje uvnitf vodice nejsou nijak omezovany v pohybu, takze aby
se nehybaly, musi byt uvniti vodice nulové elektrické pole. K tomu mtze dojit
odstinénim vnéjsiho elektrického pole naboji indukovanymi na povrchu vodice.
Uvniti vodice musi nutné byt nulova hustota naboje.

Povrch vodice zabranuje iniku naboji z vodi¢e (neuvazujme srSeni naboji).
Uvazujme infinitezimlni element plochy dS s ndbojem dq = odS, kde sigma je
hustota ndboje. Na naboj dg musi pisobit nulova elektricka sila ve sméru te¢ném
k povrchu vodice, jinak by se ndboj dal v tomto sméru do pohybu. Kolmo k
povrchu smérem ven z vodice vSak mtize ptisobit libovolné velka elektricka sila,
protoze je vzdy vyvazena ,mechanickou® silou reakce povrchu vodice. Z toho
vyplyva, Ze hustota ndboje na povrchu vodice je primo imérna normalové slozce
vnéjsiho elektrického pole v daném bodé plochy.

Plosné hustota naboje dale zavisi na zakfiveni povrchu, to je vsak pro kouli
vsude stejné.

1.3 ResSeni

Zavedem-li kartézskou vztaznou soustavu s pocatkem ve stiedu koule a elek-
trické pole orientujeme ve sméru osy x, pak z obrazku 1 vyplyva pro normalovou

slozku
FE, = Ecos?, (1)

kde 6 je tihel mezi pravodicem plosky dS a osou z. Podle tvahy 1.2 vyplyva

pro plosnou hustotu naboje
o = Acosb, (2)



Obrazek 1: Koule v homogennim elektrickém poli a normalova slozka vektoru
elektrické intenzity.

kde A je néjaka konstanta, jejimZz urcenim nalezneme rozlozeni naboje na po-
vrchu koule.

Konstantu A mtzeme urcit z podminky nulovosti elektrického pole uvnitf
koule. Specidlné pro stied koule plati
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kde E je elektricka intenzita vnéjsiho pole, R je polomér koule a S znaéi integraci
pres celou plochu koule.

7 nulovosti y-ové a z-ové slozky pole uvnitt koule nedostaneme zadnou in-
formaci, ale z nulovosti z-ové komponenty plyne

A 2T T
/ do / dfsinf cos® ) = E, (4)
471'60 0 0

kde jsme dosadili z (2) a uvazili jsme

dS = R?sinfdpdb; (5)
<;>x = cosf. (6)

Prvni intergral v (4) je roven 27, pro druhy substituci cos = u dostaneme
% a vyjadrime

o= Acos = 3¢yE cosb. (7)
Pro z-ovou slozku dip6lového moment p'= |, 5 Tdq pak dostaneme jednoduse
27 T
Py = / RcosfodS = 360ER3/ dqb/ dfsin 0 cos® 0 = 4reg ER3. (8)
S 0 0

Ostatni komponenty dipélového momentu jsou ze symetrie nulové. Vidime, ze
dipdlovy moment vodivé koule v homogennim poli je pfimo imérny objemu
koule.



2 Chladnuti koule

2.1 Zadani alohy

Reste rovnici vedeni tepla pri chladnuti homogenni koule v okoli s konstantni
teplotou.

2.2 Reseni
Abychom byli schopni nalézt analytické feseni rovnice vedeni tepla

ou

— = DAu, 9

T (9)
predpokladejme idedlné vodivé okoli o teploté Ty. Rozepisme explicitné rovnici
(9) ve stérickych souradnicich, pri¢emz uvazime sférickou symetrii teploty koule,
tedy u = u(r,t). Pak mizeme psat

ou 10 ou
D~ (2= 10
ot r2 or (T 87")’ (10)
kde D je konstanta tepelné difuzivity definovana jako
D= E, (11)
cp

k je tepelné vodivost, p je hustota a c je tepelné kapacita daného materialu.
Najdéme nyni vSechna feseni tvaru

u(r,t) = v(r)r(t). (12)

Dosazenim (12) do (10) dostaneme

ldr D1 d dv
il B (erT) = —pu? = konst. (13)

kde p je realna konstanta. ReSeni ¢asové ¢asti je
2
7= Ae M, (14)

kde A je néjaka konstanta. Pro nalezeni feseni prostorové ¢asti uzijeme substi-

tuce 5
= - 15
v . ( )

a vyjadiime Laplacetiv operator
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Sy (- LA ISR (L 1
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Dosazenim (16) do (13) ziskame

A’z P
W + 52«' = 0, (17)
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coz je homogenni linearni diferencidlni rovnice druhého radu, jenz ma feSeni
tvaru

2 = Bsin <\/’%r) + Ccos <\/‘%r> . (18)

Resen{ rovnice (10) hleddme na intervalu r € (0, R). Z podminky nulovosti

toku tepla ve stfedu koule ;

) z

m 2 (1) =0 (19)
plyne C' = 0. Necht je u; néjakym feSenim rovnice (10). Jelikoz v této rovnici
nevystupuji derivace nultého fadu, je jejim fesenim i kazda funkce tvaru ug =
u1 + K, kde K je libovolna konstanta. Zvolme tedy konstantu K tak, abychom
mohli polozit okrajovou podminku

(;) _ Bsin (L5R)

=———>=0, (20)
r=R R
tedy K = Tp. Z podminky (20) plyne
 V/Dnr
/‘L - R ’
Obecné feseni rovnice (10) miZzeme zapsat jako superpozici feseni tvaru (12)
a sice

n € N. (21)
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u(r,t) =Ty + Z an- Sin <§r RZ (22)
n=1
kde koeficienty a,, uré¢ime z pocateéni podminky

nm

u(r,0) =Ty = AT = iani sin <§r) . (23)
n=1

Rovnici (23) vyndsobime rsin (“'7) a zintegrujeme podél (0, R). S uvéze-
nim ortogonality vzajemné harmonickych funkci tak muzeme psat

R R
1
/0 ATrsin (%r) dr = am/o sin? (%r) dr = iRam. (24)
Dopoctenim prvniho intergdlu dostaneme
2ATR
= (—1)m i/ 25
am = (~1)HE22 (25)

a muzeme tak psat finalni feSeni jako fadu

9 0 -1 n+1 22
u(r,t) = To + ATW—}j Z (71 sin (%r) et (26)
n=1

Tato funkce je funkci dvou proménnych. Muzeme ji vykreslit jako plochu v
trojrozmérném prostoru, napiiklad pomoci programu Octave/Matlab. Pouzity
zdrojovy kéd v jazyce Octave je prilozen v textovém souboru chladnuti.m. Pro
konkrétnost jsme za R dosadili polomér zemékoule (6378km) a za D tepelnou
difuzivitu Zeleza (2 - 107°m?/s). Po¢ateéni teplota byla 10000K a teplota okoli
200K. Vysledna plocha je uvedena na obrazku 2.
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Obrazek 2: Vyvoj teploty v prubéhu chladnuti zemékoule.

3 Vodic v stacionarnim elektrickém poli — numericka
simulace

3.1 Zadani ulohy

Sestavit program pro simulaci pusobeni staciondrniho elektrického pole na nd-
boje ve vodici ve 3D.

3.2 Reseni

Zdrojovy kéd v jazyce Octave (s bohatym komentafem v anglickém jazyce) je
uveden v pfilozeném textovém souboru elstat.m. P1i tvorbé programu byl kladen
dtraz na modifikovatelnost a univerzalitu. Proto je program sekvencovan do
velkého poctu kratkych funkci, jez obstaravaji jednotlivé tikkony. Vodivé téleso
bylo modelovano jako elipsoid s nastavitelnymi poloosami orientovanymi ve
smeéru soutfadnicovych os.

Télo programu zacind inicializaci, pfi niz se vygeneruje uréity pocet rovno-
mérné rozmisténych bodu z vnitiku télesa. Na pozice téchto bodu se stabilné
umisti kladné naboje, a rovnéz nam tyto body poslouzi jako pocatecni polohy
pohyblivych zapornych naboja. I kdyz je v nasem pripadé téleso jako celek elek-
troneutralni, dal by se program lehce modifikovat i pro nabity vodi¢ a to tak,
ze bychom pridali nebo ubrali néjaké zaporné naboje.

Jadro programu tvoii jednoducha smycka se ¢tyfmi prikazy. Nejdiive se zjisti
elektricka sila na pozici kazdého negativniho ndboje. Potom se spocte z této sily
vyplyvajici zména rychlosti pro kazdy elektron. Nésleduje premisténi naboju
podle této rychlosti s prihlédnutim k omezeni, které na pohyb klade plocha
vodice a vSe je zakonceno odeslanim relevantnich dat na graficky a souborovy
vystup z programu. Nyni mame negativni naboje na novych pozicich a mizeme
smycku opakovat.



Elektricka sila na negativni ndboj se spocte jako superpozice vnéjsiho pole
a elektrickych intenzit vytvorenych ostatnimi naboji. K oSetfeni singularity v
ptipadé blizkosti elektronu k pozitivnimu bodovému naboji mizeme uzit misto
Coulombovy sily interakci plynouci z nahrazeni kladného nadboje homogenné
nabitou kouli (linedrni zavislost elektrické intenzity napodobuje chovani dielek-
trika) nebo pfimo nulovou interaci (plyn volnych elektront v kovu).

Pri vypoctu rychlosti pohybu elektronti mizeme uvazit hned nékoli vlivi.
Jednak mtzeme uméle nastavit maximalni délku kroku jako nasobek a(1 — e E| ),
kde kladnou konstantou A miizeme regulovat tuhost kroku a a je maximalni
délka kroku. Zaroven muzeme zapocist vliv setrvacnosti pohybu a disipace
energie pohybem naboja v prostfedi s nenulovym odporem tim, ze k rychlosti
plynouci z elektrické intenzity pficteme urcity zlomek rychlosti z predchoziho
kroku.

Omezeni pohybu vlivem povrchu vodice je provedeno tak, ze v pfipadé kdy
rychlost naboje zptisobi jeho premisténi mimo téleso, provedeme pohyb zpét
tésné pod povrch a to ve sméru norméaly k povrchu vodice. Normélovy smér
v daném misté urc¢ime jako gradient rovnice kvadriky (elipsoidu), jenz nam
definuje povrch télesa.
hypebolické plochy,...) by se vyhodné sestavil uzitim objektové orientovaného
programovani napiiklad pomoci jazyka C++. Tam bychom mohli definovat té-
leso jako prunik poloprostorti ohranic¢enych geometrickou plochou a organizovat
jednotlivé hranice (definované jako funkce neboli objekty) do datového pole, na
které bychom se pozdéji mohli odvolavat v iterativnich cyklech.

Samozriejmé, ze by se tato tloha dala Fesit i uzitim klasického programovani.
Mozné bychom vsSak méli problémy s modifikovatelnosti programu.
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